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resumo Este trabalho tem como objetivo analisar de que forma o uso de uma ferramenta 
como a calculadora gráfica na resolução de tarefas de natureza exploratória 
contribui para a compreensão e aprendizagem do conceito de função inversa no 
que diz respeito à relação entre domínio e contradomínio, pontos de interseção 
dos seus gráficos com os eixos coordenados, equações das assíntotas, simetria 
em relação à bissetriz dos quadrantes ímpares e composição de uma função com 
a sua inversa. Para a realização deste estudo selecionaram-se os alunos da turma 
do 11º ano de escolaridade, do curso científico-humanístico de Ciências e 
Tecnologias, na qual desenvolvi o meu trabalho de estágio pedagógico 
enquadrado nas unidades curriculares de Prática de Ensino Supervisionada I e II. 
A recolha dos dados foi feita com base nas respostas dos alunos às tarefas 
propostas em sala de aula e nas notas registadas pelo observador no momento da 
realização das tarefas. O estudo insere-se num paradigma interpretativo, numa 
abordagem predominantemente qualitativa complementada com uma análise 
quantitativa sumária. Os resultados indicam que, no geral, o recurso à calculadora 
gráfica contribuiu significativamente para que os alunos fossem capazes de 
estabelecer as relações pretendidas entre uma função e a sua inversa. 
 
 
 
 
  
 
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
keywords inverse function, exploratory tasks and graphic calculator. 
 
 
 
abstract This work aims to analyze how the use of a graphic calculator as a tool to solve 
exploratory tasks contributes to the comprehension and learning of inverse function 
related concepts. In particular, relations between domains and codomains, points 
of intersection with coordinate axes, asymptote equations, symmetry in relation to 
the odd quadrants bisectrix and the composition of a function with its inverse. This 
study was developed within my teaching practice in the ambit of the curricular units 
of Prática de Ensino Supervisionada I and II.  The data was collected in a 11th 
grade class, of the scientific-humanistic course, where that teaching practice has 
taken place. The data collection was made on base of the students responses to 
the proposal tasks and the notes taken by observer when students were 
performing the tasks. The study has followed an interpretative paradigm, with a 
qualitative approach complemented with a brief quantitative analysis of the data. 
The results indicate that, in general, the use of graphic calculator contributed 
significantly in the establishment by the students of the relations in question 
between a function and its inverse. 
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Capítulo I 
 
Introdução 
 
Esta dissertação constitui-se como o relatório final da prática pedagógica por mim 
realizada, no âmbito das unidades curriculares de Prática de Ensino Supervisionada I e II, 
este ano letivo na Escola Secundária Homem Cristo, Aveiro. Tal como exigido, pelo 
respetivo regulamento, este relatório final configura-se como “um projeto individual de 
pesquisa-intervenção devidamente fundamentado”. 
Neste primeiro capítulo apresentam-se as razões que motivaram a realização deste 
trabalho, assim como a formulação do problema e questões de investigação envolvidas. 
Para além disso é também apresentada a organização desta dissertação e a calendarização 
das atividades conducentes à sua execução. 
 
1. Motivação e pertinência da investigação 
 
“Há cerca de um século, os programas davam destaque especial às expressões; mais tarde, 
em meados do século XX, as equações estavam em primeiro plano e agora, cada vez mais, 
se dá destaque ao conceito de função” (Ponte, 2006, p. 15). 
Os conhecimentos sobre funções são “indispensáveis para a compreensão do mundo em 
que vivemos” (Ministério da Educação, 2001, p. 26) e, como tal, o tema das funções é um 
dos mais importantes do ensino secundário, estando presente em todos os anos de 
escolaridade deste nível de ensino. De facto, o programa de Matemática A do Ensino 
Secundário refere a importância do tema, considerando que este “deverá fornecer uma 
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formação para a vida toda tão básica como a tabuada” (Ministério da Educação, 2001, p. 
27). 
Sendo considerado atualmente como um dos temas centrais da álgebra, o estudo das 
funções não pode ser dissociado do pensamento algébrico e daquilo que são os grandes 
objetivos do estudo da álgebra ao nível escolar, que vai muito para além da pura 
manipulação de símbolos que, embora constituindo uma aquisição matemática importante, 
se for dissociada da compreensão dos princípios subjacentes a essa manipulação origina 
aquilo que as normas do National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) 
caracterizam como uma aprendizagem sem compreensão que, infelizmente, “tem sido um 
resultado bastante comum do ensino da matemática”. Para contrapor esta tendência, o 
NCTM defende que, mais do que a manipulação de símbolos, “os alunos necessitam de 
compreender os conceitos algébricos, as estruturas e os princípios que regem a 
manipulação simbólica” (NCTM, 2007, p. 39). Perante esta necessidade, a compreensão 
desses conceitos e relações poderá, de acordo com o NCTM, ser apoiada por 
representações. “O termo representação refere-se tanto ao processo como ao resultado – 
por outras palavras, à aquisição de um conceito ou de uma relação matemática expressa 
numa determinada forma e à forma em si mesma” (NCTM, 2007, p. 75). Uma função pode 
ser representada de várias formas: através de uma expressão algébrica, por uma 
representação gráfica ou por uma tabela com valores de entrada e de saída. Cada uma 
dessas formas de representação fornece informações específicas que devem ser 
complementadas umas com as outras por forma a descrever completamente uma função. 
Segundo Silva (2009, p. 2), “É indispensável que os alunos trabalhem com cada uma das 
representações e que também traduzam informação de umas para outras, uma vez que se 
complementam”. Leinhardt, Zaslavsky & Stein (1990) reforçam a ideia referindo que é à 
medida que trabalham com múltiplas representações que os alunos vão solidificando a 
compreensão sobre funções. No entanto, apesar da sua importância, o conceito de função 
demonstra ser um dos mais difíceis de dominar na aprendizagem da matemática escolar 
(Eisenberg, 1991). De acordo com Silva (2009), estas dificuldades estão relacionadas, em 
parte, com a “necessidade de utilizar múltiplas representações” (p. 2). Em particular, o 
conceito de função inversa continua a gerar dificuldades de compreensão nos alunos. Ponte 
(1984) identifica, em trabalhos desenvolvidos, dificuldades ao nível da compreensão do 
significado de inverter uma função. Segundo este autor, embora a maior parte perceba os 
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mecanismos algébricos de determinação da função inversa de uma função dada, ou de 
determinar o seu gráfico, muitas vezes não percebem o princípio que está subjacente a 
esses mecanismos. Mais recentemente, Bayazit e Gray (2004) concluem, através dos 
resultados obtidos num estudo realizado em duas turmas com professores diferentes em 
que foram aplicadas abordagens de ensino distintas, que a forma como este conceito é 
estudado tem influência na sua compreensão. Enquanto o método de ensino de um 
professor recaiu predominantemente em dotar os alunos de técnicas de cálculo e 
procedimentos algébricos que lhes permitissem obter a expressão analítica da função 
inversa de uma função dada, o outro professor centrou-se na noção de “undo”, ou seja, na 
ideia de que a função inversa consiste em desfazer o que uma função faz, com o intuito de 
desenvolver nos alunos uma compreensão mais sólida do conceito de função inversa antes 
de passar para a sua formalização. Os resultados do estudo efetuado sugerem que os alunos 
da segunda turma acima mencionada demonstraram compreender melhor o significado de 
função inversa na sua plenitude, demonstrando maior desenvoltura a lidar com o conceito 
em várias situações. Numa experiência em que a conexão entre ideias e representações teve 
características distintas entre as duas abordagens, Bayazit e Gray (2004) constatam que “os 
alunos têm dificuldade em alcançar uma compreensão com significado relativamente à 
função inversa sem experienciarem esse significado através de tarefas cognitivamente 
desafiantes e focadas no conceito usando uma variedade de representações” (p. 109). 
Dada a importância das representações para a compreensão deste conceito, os vários tipos 
de representação das funções têm vindo a ocupar um lugar de relevo nos currículos atuais e 
o surgimento de novas formas de representação associadas às tecnologias vieram dar maior 
relevância à representação, no ensino. “Os professores deverão usar a tecnologia para 
melhorar as oportunidades de aprendizagem dos seus alunos, através da seleção ou da 
criação de tarefas matemáticas que tiram proveito do que a tecnologia permite fazer de 
forma correta e eficiente – construção de gráficos, visualização e cálculo” (NCTM, 2007, 
p. 27). De facto, a tecnologia, tendo cada vez mais influência no nosso dia-a-dia, deve estar 
igualmente presente na escola, e os atuais currículos vão de encontro a isso mesmo. A 
abordagem que o programa de Matemática A propõe para o tema das funções enfatiza o 
uso de tecnologias, considerando-as uma “fonte de atividade, de investigação e de 
aprendizagem” (Ministério da Educação, 2001, p. 10). Apesar de os computadores 
constituírem, aparentemente, um instrumento mais vantajoso e com mais potencialidades 
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do que a calculadora gráfica, esta representa, para Ruthven (1994), uma tecnologia 
intermédia ideal em termos de custo e potencialidades entre as tecnologias tradicionais 
(papel e caneta) e avançadas (computadores). Hennessey (1999) aponta, igualmente, 
alguns dos benefícios do uso das calculadoras gráficas, como a “flexibilidade e a 
acessibilidade, que aparentemente resultam numa aprendizagem mais triunfante, 
independente e investigativa” (p. 1). 
Perante as dificuldades com que, muitas vezes, os alunos se deparam na compreensão da 
natureza da matemática, torna-se “fundamental que os alunos ocupem tempo com a 
resolução de tarefas de exploração e de natureza investigativa” (Saraiva et al, 2010, p. 5), 
contrapondo o mais tradicional ensino expositivo. 
Esta abordagem alternativa, designada por vários autores de ensino-aprendizagem 
exploratório, tem como característica principal tentar desviar o foco principal da aula do 
professor como elemento transmissor do conhecimento, deixando “uma parte importante 
do trabalho de descoberta e de construção do conhecimento para os alunos realizarem” 
(Ponte, 2005, p. 22). No entanto, o mesmo autor considera que, num quadro de ensino-
aprendizagem de cariz exploratório podem e, em vários casos, devem existir, igualmente, 
momentos de exposição e de sistematização das aprendizagens por parte do professor, 
defendendo que, neste contexto, a aprendizagem não resulta somente da exploração dos 
alunos, mas sim que ela deve constituir o foco do trabalho dentro da sala de aula. Sendo 
assim, ao contrário do chamado ensino direto, em os conteúdos que o professor transmite 
são aplicados na resolução de exercícios, este tipo de abordagem pressupõe a realização de 
atividades em que os alunos “são chamados a um forte envolvimento, para se fazer num 
segundo momento uma discussão, balanço, clarificação relativamente ao que se aprendeu” 
(Ponte, 2005, p. 24), ou seja, constitui precisamente o caminho inverso, em que é dada 
ênfase à parte prática, e esta serve de suporte à fundamentação da teoria. 
Constatada a importância que é atribuída ao tema das funções pelo currículo atual e vistas 
as dificuldades que os alunos parecem demonstrar ter neste tema, surgiu, assim, interesse 
em desenvolver um trabalho que tentasse responder a estes problemas usando uma 
abordagem que procura ir de encontro às orientações curriculares atuais. Tendo em conta 
as referências bibliográficas que consultei, e pelo facto de não ter encontrado muitos 
trabalhos sobre funções que trabalhassem especificamente a função inversa, decidi focar o 
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meu estudo na aprendizagem deste conceito, procurando adotar uma abordagem 
exploratória que permitisse aos alunos realizarem um trabalho mais autónomo usando as 
potencialidades da tecnologia. 
 
2. Problema e questões de investigação 
 
Ao longo do tempo em que me dediquei a fazer pesquisa bibliográfica, constatei que o 
tema das funções é um dos que suscita maior interesse por parte dos investigadores na área 
da educação matemática. Fui-me deparando com trabalhos desenvolvidos por professores 
do ensino secundário e por profissionais que trabalham na área da investigação em 
educação matemática, que identificam problemas que os alunos revelam ao nível da 
compreensão dos conceitos relacionados com funções, assim como dificuldades em 
compreender o significado da simbologia própria das funções e procedimentos que lhe 
estão associados. “Os alunos que se envolvem em manipulações repetitivas de símbolos 
antes de desenvolverem uma base sólida, são muitas vezes incapazes de evoluir e 
compreender os novos conceitos” (Silva, 2009, p. 2). 
No entanto, penso que é possível, baseando-me nas orientações curriculares atuais, com 
abordagens didáticas focadas no trabalho de exploração dos alunos, apoiadas por 
instrumentos que lhes permitam trabalhar com múltiplas representações de funções, 
proporcionar ao alunos uma aprendizagem com compreensão dos conceitos e 
procedimentos relacionados com o tema em questão. Neste tipo de abordagens, para além 
de os alunos ganharem maior autonomia na resolução das tarefas, é necessária uma 
mudança quanto ao papel que o professor desempenha, passando este a ser um observador, 
e deixando de ter tanto controlo nas respostas e nos processos de resolução dos alunos. 
Decidi, portanto, desenvolver um trabalho enquadrado no Tema II – Introdução ao 
Cálculo Diferencial I, relativo ao tópico Inversa de uma função, usando tarefas de 
natureza exploratória com recurso à calculadora gráfica, para o qual formulei o seguinte 
problema e questões de investigação: 
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Problema. Analisar de que forma é que a resolução de tarefas de natureza exploratória, 
com recurso à calculadora gráfica, contribui para a compreensão e aprendizagem do 
conceito de função inversa no que diz respeito aos seguintes aspetos: 
 a relação entre uma função e a sua inversa relativamente a: 
o representações gráficas; 
o domínio e contradomínio; 
o assimptotas; 
o pontos de interseção com os eixos coordenados; 
o simetria das representações gráficas em relação à bissetriz dos quadrantes 
ímpares. 
 a composição de uma função com a sua inversa; 
Questões de investigação: 
1. Que conclusões os alunos retiram relativamente à relação de um gráfico de uma 
função com o gráfico da sua inversa? 
2. Que relação os alunos estabelecem relativamente à composição de uma função com 
a sua inversa? 
 
3. Organização do trabalho 
 
Esta secção está dividida em duas partes: a primeira descreve a forma como o relatório 
escrito está estruturado; numa segunda parte é apresentada a calendarização de todo o 
trabalho que foi necessário desenvolver ao longo do ano para a realização deste estudo. 
  
3.1. Estrutura do relatório 
Este texto está dividido em seis capítulos. No primeiro capítulo, são apresentadas as razões 
que motivaram a realização deste trabalho, tendo por base as várias referências 
bibliográficas consultadas e são definidos o problema e as questões de investigação. No 
segundo capítulo é feito um enquadramento teórico do subtópico de ensino abordado no 
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trabalho, sob o ponto de vista matemático e sob o ponto de vista didático, apresentando-se 
algumas definições relativas às funções, com especial relevo para a função inversa. É 
também apresentada a planificação da aula que serve de suporte a este estudo e os 
objetivos das tarefas desenvolvidas, enquadrado numa abordagem didática previamente 
delineada e justificada. No capítulo três apresento as opções metodológicas tomadas e os 
procedimentos usados na recolha e tratamento dos dados. O capítulo quatro apresenta a 
análise aos resultados obtidos de acordo com as opções metodológicas tomadas. Por fim, o 
capítulo cinco contém as principais conclusões retiradas deste estudo, assim como uma 
reflexão pessoal acerca do desenvolvimento deste trabalho e a sua importância para o meu 
desenvolvimento pessoal e como futuro profissional. 
 
3.2. Calendarização do trabalho 
As atividades desenvolvidas durante este ano letivo no âmbito do trabalho que aqui se 
apresenta podem ser divididas em, essencialmente, quatro categorias: pesquisa 
bibliográfica, elaboração dos instrumentos de recolha de dados, recolha de dados e redação 
do relatório. 
A tabela seguinte descreve sumariamente a sua organização temporal: 
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 Pesquisa 
bibliográfica 
Elaboração dos 
instrumentos de 
recolha de dados 
Recolha dos dados Redação do 
relatório 
Setembro     
Outubro     
Novembro     
Dezembro     
Janeiro     
Fevereiro     
Março     
Abril     
Maio     
Junho     
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Capítulo II 
 
Subtópico de ensino 
 
Neste capítulo é apresentado o enquadramento teórico do subtópico de ensino relativo a 
este estudo, assim como é apresentada a planificação da aula que lhe serve de base, no qual 
se incluem os objetivos a atingir, a linguagem e os recursos usados, as tarefas propostas, a 
estratégia a usar e a organização do trabalho dos alunos no decorrer da aula, 
fundamentando as opções que levaram à escolha desta abordagem didática. 
 
1. Enquadramento teórico do subtópico de ensino Inversa de uma função 
  
De acordo com Silva (2009, p. 2), “os alunos têm alguma tendência em considerar função 
qualquer representação num referencial (por exemplo retas verticais e circunferências) ”. 
No entanto, o conceito de função não está relacionado exclusivamente com uma 
representação gráfica, aparecendo muitas vezes, segundo Silva (1975, p. 173), “como 
sinónimo de ‘correspondência’ ou ‘operação’”. Para ilustrar esta ideia de ‘operação’ ou 
‘transformação’, consideremos o seguinte exemplo: 
Consideremos um conjunto de animais                                   e um 
conjunto de seis classes de animais consideradas pela taxonomia de Lineu   
                                         . 
Se             for uma expressão que, a cada elemento do domínio da variável  , que 
vamos considerar como sendo  , atribui a sua classe, que pertence ao conjunto  , estamos 
perante uma transformação que, atribui a cada espécie a sua classe. Pelo facto de a 
expressão fazer corresponder a cada elemento de   um único elemento de  , já que cada 
espécie animal pertence unicamente a uma classe, podemos afirmar que estamos perante 
uma correspondência unívoca entre o conjunto   e o conjunto  . Esta correspondência está 
representada no seguinte diagrama sagital: 
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Considerando esta transformação, podemos escrever, por exemplo, que 
                         
Assim, para o caso geral, em que temos dois conjuntos   e  , podemos definir função   de 
domínio   (que designaremos por   ) e conjunto de chegada   a toda a correspondência 
unívoca que a cada elemento   de   faz corresponder um e um só elemento de  . A este 
elemento vamos designá-lo por valor da função   em   ou ainda imagem (ou 
transformado) de   por   e escrever-se     . Chamamos, ainda, objetos aos elementos do 
domínio (conjunto  ) e imagens aos elementos do conjunto de chegada (conjunto  ). 
De forma esquemática, escrevemos: 
      
       
A notação       indica que a função   é uma transformação que faz corresponder a 
cada elemento de   um e um só elemento de  . Já        denota que   faz 
corresponder a   o valor de     . 
Podemos, ainda, representar   por um diagrama sagital de forma análoga à que fizemos 
para o exemplo das espécies animais e das classes: 
 
Gato 
Rã 
Canário 
Iguana 
Abelha 
𝐸 
Mamíferos 
Anfíbios 
Aves 
Répteis 
Insetos 
𝐶 
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A definição de função apresentada abrange todo o tipo de conjuntos que possamos 
considerar para o domínio e o conjunto de chegada. Se considerarmos como domínio um 
subconjunto   de   e como conjunto de chegada o conjunto  ., denominamos função real 
de variável real (abreviadamente         ) toda a correspondência que a cada elemento 
    faz corresponder um e um só número real. Ou seja, esquematicamente: 
        
       
Já vimos, no Capítulo I, que uma função pode ser definida de várias formas: por uma 
expressão analítica, por uma tabela, por um diagrama e por um gráfico. Se estivermos a 
trabalhar com uma função definida por meio de uma expressão analítica subentende-se, 
segundo Silva (1975, p. 177), que “o domínio da função é o domínio de existência da 
expressão no universo adoptado”. Chamamos, então, domínio de existência (domínio de 
definição ou simplesmente domínio) duma dada expressão designatória com uma variável, 
ao conjunto dos valores da variável para os quais a expressão tem sentido no universo 
considerado. No caso das         , o universo considerado é    e quando a função é 
representada por uma expressão designatória, o domínio da função é sempre considerado 
como sendo o domínio da função, a menos que algo seja acrescentado que restrinja esse 
domínio. 
Consideremos, agora, os conjuntos                            e   o conjunto de 
todas as classes de seres vivos consideradas pela taxonomia de Lineu e uma função   que, 
a cada espécie animal de   faz corresponder a sua classe. 
𝑓 𝑎  𝑎 
𝑏 
𝑐 
𝑓 𝑏  
𝑓 𝑐  
𝐴 𝐵 
𝑓 
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Podemos ver que nem todos os elementos do conjunto de chegada são imagens de algum 
elemento de   por  . De facto, apenas os elementos                           são 
imagens de elementos de  , por  . Chamamos, então, ao conjunto 
                          contradomínio da função  . De um modo geral, sejam   e 
  dois conjuntos e   uma função de   em  , chama-se contradomínio da função  , e 
representa-se por   
 , o conjunto de todos os elementos de   que são imagens de elementos 
de   por  , ou seja, o contradomínio será, precisamente, o conjunto     . No exemplo 
anterior,                                 . 
No exemplo considerado para a introdução do conceito de função, vimos apenas o caso de 
uma função em que cada elemento de   é a imagem de apenas um elemento do conjunto  . 
Porém podemos ter o caso em que um elemento do conjunto de chegada é o transformado, 
por uma função, de mais do que um elemento do domínio. Consideremos o seguinte 
exemplo que ajuda a compreender esta ideia: 
Sejam  ,    e   os seguintes conjuntos: 
                           
                                 
                                              
E sejam   e   as funções representadas pelos seguintes diagramas sagitais: 
 
 
 
 
 
 
 
𝐺𝑎𝑡𝑜 
𝑅  
𝐶𝑎𝑛 𝑟𝑖𝑜 
𝑀𝑎𝑚 𝑓𝑒𝑟𝑜𝑠 
 𝐴𝑛𝑓 𝑏𝑖𝑜𝑠 
𝐼𝑛𝑠𝑒𝑡𝑜𝑠 
𝐴𝑣𝑒𝑠 
… 
𝐸 
𝐶 
𝑓 
𝐴𝑏𝑒𝑙 𝑎 
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A diferença entre estas duas funções reside no facto de que a função   transforma dois 
elementos distintos no mesmo elemento, ou seja: 
                         , 
Pelo contrário, a função   transforma elementos distintos de   em elementos distintos de 
 . 
Uma função   que transforma elementos distintos do domínio   em elementos distintos do 
conjunto de chegada  , dizemos que é injetiva. Escrito de forma simbólica: 
                         
Para uma          de domínio     escrevemos: 
                           
Consideremos, agora, a          definida pela expressão analítica        . 
Podemos ver facilmente que esta função não é injetiva. Se repararmos,             , 
o que pode, também, ser ilustrado através de uma representação gráfica da função, tal 
como mostra na figura: 
 
 
 
𝐸  𝐶 
𝐺𝑎𝑡𝑜 
𝑅  
𝐶𝑎𝑛 𝑟𝑖𝑜 
𝐿𝑒 𝑜 
𝑀𝑎𝑚 𝑓𝑒𝑟𝑜𝑠 
𝐴𝑛𝑓 𝑏𝑖𝑜𝑠 
𝐴𝑣𝑒𝑠 
𝐼𝑛𝑠𝑒𝑡𝑜𝑠 
… 
𝑔 
𝐴𝑏𝑒𝑙 𝑎 
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Figura 1 
 
Reparemos ainda que se traçarmos qualquer uma reta horizontal que intersete o gráfico de 
 , esta vai intersetá-lo em dois pontos, o que está relacionado com o facto de   ter mais do 
que um objeto a corresponder à mesma imagem, ou seja, de   não ser injetiva. 
Figura 2 
 
Podemos, portanto, usar este método gráfico para verificar se uma função é injetiva, dada 
apenas uma sua representação gráfica, não sendo necessário recorrer à expressão analítica 
ou a qualquer outra forma de representação da função. 
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Até agora vimos alguns exemplos que ilustram as ideias e conceitos chave para a unidade 
planificada. Após serem vistos estas conceitos, estamos, agora, em condições de definir 
função inversa de uma função injetiva. 
Freudenthal (1983) destaca as operações composição e inversão de funções como sendo 
importantes para perceber o conceito de função de uma forma mais profunda. 
Consideremos, então, a          definida por         , cujo domínio é  . Esta 
função é injetiva, já que não há nenhum elemento do conjunto de chegada que seja 
transformado de dois elementos distintos de  . Podemos, também, usar o teste da reta 
horizontal para constatar este facto, usando uma representação gráfica de  : 
 
Figura 3 
 
A situação representada no gráfico diz respeito a apenas uma reta horizontal. O teste da 
reta horizontal só fica realizado se testarmos para todos os pontos do contradomínio da 
função, o que seria impossível de representar. No entanto, qualquer reta horizontal que 
consideremos interseta o gráfico de   num só ponto, o que permite concluir que a função é 
injetiva. Como   é injetiva, dado um elemento   do seu contradomínio, existe um único 
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elemento   do domínio de  , tal que       . Este facto permite definirmos uma nova 
função que a cada elemento do contradomínio faz corresponder um elemento do domínio, 
correspondência esta que está ilustrada no diagrama seguinte onde      e     
 . 
 
 
 
 
 
 
 
 
Na verdade, o que foi feito não foi mais do que uma inversão da transformação  . Se   
transforma cada um dos elementos     num e num só elemento      , a função que 
definimos agora transforma cada um dos elementos de   num e num só elemento de   e 
poderá ser representada pela expressão         . Concluindo, a função   será a 
função inversa de   e pode ser escrita como            . De realçar que o conjunto  , 
que representa o contradomínio de   passou a ser o domínio da nova função   (a função 
inversa de  ) e      é o contradomínio de  . 
Para o caso geral, consideremos   uma          injetiva de     em  . Então, a cada 
elemento   do contradomínio de   corresponde um e um só elemento   de   tal que 
      . A correspondência unívoca estabelecida entre o contradomínio de   e   é 
chamada função inversa de  , que é representada pela notação    . Podemos, então, dizer 
que a função     é definida de tal modo que o seu domínio é o contradomínio de  , ou 
seja, simbolicamente: 
                     
       . 
0 
1 
   
   
 5 
   
𝐵 𝐴 
𝑔 
… 
… 
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Note-se que definimos apenas função inversa de uma função injetiva. Tal deve-se ao facto 
de não ser possível definir função inversa de uma função que não é injetiva. Para ilustrar 
este facto, recorramos ao exemplo em que consideramos a          definida pela 
expressão analítica         que transforma, por exemplo, o 1 e o  1 no mesmo número 
real, o 1. Logo, não é possível definir a inversa de  , pois a dita correspondência unívoca 
entre o contradomínio e   não se estabelece. 
Os exemplos de funções que analisámos até agora transformam elementos de um conjunto, 
o domínio, em elementos de outro conjunto, que são distintos dos elementos do conjunto 
do qual partimos. Ou seja, os elementos do domínio sofrem uma transformação que os 
modifica e origina novos elementos. Mas, pode ocorrer uma transformação de elementos 
do domínio neles próprios, como é ilustrado pelo diagrama seguinte: 
 
 
 
 
 
 
 … … 
 
Podemos definir esta função através da sua expressão analítica da seguinte forma: 
       
A uma          de domínio    que faz corresponder a cada elemento do domínio o próprio 
elemento dá-se o nome de função identidade em   . 
De um modo geral, dado um conjunto   qualquer, a aplicação identidade em   denota-se 
por    e define-se como: 
  
   
0 
  
  
   
0 
  
𝑓 
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Consideremos, agora, três conjuntos     e   e duas aplicações   e  , tal que   é definida 
de   em   e   é definida de   em  . Podemos ainda definir uma aplicação de   em   que 
resulta de efetuar   sobre cada elemento   de   e, em seguida,   sobre o elemento      de 
 , o que origina        . A esta aplicação chama-se aplicação composta de   com   e 
designa-se por    . Simbolicamente: 
          (    )              
Para ilustrar este conceito, podemos traduzi-lo pelo diagrama que se segue: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se    for o domínio da aplicação   e    for o domínio da aplicação  , o domínio de     
será constituído pelos valores de   tais que               . 
Abordados os conceitos de aplicação identidade, aplicação inversa e composição de 
aplicações, vejamos que é possível estabelecer uma relação entre estes três conceitos. Para 
𝐴 𝐵 𝐶 
𝑥 𝑓 𝑥  
𝑔 𝑓 𝑥   
𝑓 
𝑔 
𝑔𝑜𝑓 
  
19 
 
tal, regressemos ao exemplo inicial das espécies animais e das classes e definamos uma 
aplicação   que a cada espécie animal do conjunto 
                                  
faz corresponder um elemento do conjunto 
                                           , 
ou seja, a sua classe. Relembremos que podemos escrever, por exemplo,         
         . Se definirmos agora a aplicação inversa de  ,    , que transforma cada 
elemento de   num e num só elemento de  , temos que                    . 
Definindo a aplicação composta destas duas aplicações, obtemos a aplicação      . Pelas 
definições de aplicação composta e aplicação injetiva, este processo não é mais do que a 
transformação de um elemento   do conjunto   num elemento   de   por     e, em 
seguida, aplicar o processo inverso de    ,   em   e transformá-lo de novo em  . Usando 
o exemplo anterior para ilustrar, vem que este processo origina um elemento   de   tal que 
                  que, em linguagem corrente, podemos traduzir para a questão 
                                                  Obviamente que a resposta é 
        . Então,                         . 
Quaisquer que sejam os conjuntos   e  , se   é uma aplicação injetiva de   em  , tem-se: 
              . 
Trocando  a ordem na composição: 
              , onde C é o contradomínio de  . 
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2. Abordagem didática 
 
De acordo com a perspetiva de vários autores, a aprendizagem dos alunos resulta 
essencialmente de dois fatores: a atividade que realizam quer em contexto de sala de aula, 
quer noutro contexto, e a reflexão que fazem sobre ela. Toda a atividade comporta a 
realização de tarefas, que Ponte (2005) categoriza em quatro diferentes tipos de acordo 
com duas dimensões: o grau de desafio e o grau de estrutura. O grau de desafio relaciona-
se com a perceção da dificuldade de uma determinada questão, que pode apresentar desafio 
reduzido ou desafio elevado. Quanto ao grau de estrutura, varia entre fechado, quando é 
dito explicitamente o que é pedido pelo professor, orientando o aluno por um determinado 
caminho, e aberto, caso em que a tarefa “comporta um grau de indeterminação 
significativo no que é dado, no que é pedido, ou em ambas as coisas” (Ponte, 2005, p. 17). 
Os quatro diferentes tipos de tarefas são apresentados por Ponte (2005) no seguinte 
diagrama: 
 
Pode ver-se, no diagrama que, enquanto os exercícios e problemas se adequam mais a um 
tipo de ensino expositivo, as tarefas exploratórias e investigativas tendem a dar mais 
liberdade aos alunos na forma de abordarem as questões propostas, proporcionando-lhes 
um trabalho onde são eles a descobrir um “método próprio para resolver uma questão, em 
vez de “esperar que eles aprendam o método do professor”. (Ponte, 2005, p. 18). 
Em linha com os pressupostos teóricos sugeridos pelas normas do NCTM, em que é 
referida a importância dos alunos desenvolverem uma aprendizagem com compreensão, 
visando compreender a natureza da matemática, as tendências curriculares mais atuais 
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propõem um tipo de abordagem alternativa àquela que é considerada mais tradicionalista, 
que permite complementar um trabalho de mecanização com experiências cognitivas ricas 
que envolvam a participação ativa dos alunos na construção do seu próprio conhecimento. 
Ponte (2005) distingue duas estratégias básicas no ensino da Matemática: o ensino direto e 
o ensino-aprendizagem exploratório. No quadro do ensino direto é atribuído o foco à 
transmissão de conhecimento por parte do professor, em que se supõe que os alunos, 
ouvindo a sua exposição, são capazes de resolver exercícios que têm como finalidade 
essencial consolidar os conhecimentos e técnicas anteriormente explicados e 
exemplificados. Neste tipo de estratégia, é dado destaque à resolução de tarefas de natureza 
fechada, na medida em que o principal objetivo é que os alunos apliquem o que, à partida, 
aprenderam com a explicação do professor. 
Seguindo um ensino mais alternativo, “a ênfase desloca-se da atividade ensino para a 
atividade mais complexa ensino-aprendizagem” (Ponte, 2005, p. 22). Baseando-se na ideia 
de que a aprendizagem não resulta da pura absorção de informação, mas sim que o 
conhecimento é construído ativamente pelo próprio sujeito, a estratégia de ensino deixa de 
ter o foco principal na transmissão do conhecimento e na resolução de exercícios 
rotineiros, passando a exigir um outro tipo de trabalho que pressupõe um envolvimento 
mais ativo por parte dos alunos nas aulas, tornando-as mais dinâmicas. É neste contexto 
que as tarefas de natureza exploratória e investigativa ganham maior importância, pois é 
este tipo de trabalho que, tendo precisamente um caráter de exploração e/ou investigação, 
permite aos alunos testarem e explorarem novos métodos e técnicas que lhes permitam 
responder às questões colocadas, possibilitando novas experiências e abrindo novos 
caminhos. 
Com o intuito de tornar a aprendizagem mais independente e investigativa, todo esse 
trabalho de construção do conhecimento seguindo uma abordagem mais exploratória pode 
ser desenvolvido com apoio às capacidades que as tecnologias atuais podem proporcionar, 
não só ao nível do cálculo, como também ao nível da visualização e de trabalho com várias 
representações pois, usando este tipo de ferramentas, segundo Hennessey (1999, p. 20), 
“em vez de assistirem passivamente a uma demonstração do professor ou reunirem-se em 
torno de um ou dois computadores, os alunos têm a oportunidade de experimentarem algo 
de novo por eles próprios.” 
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De entre as ferramentas tecnológicas atualmente disponíveis para os alunos, o uso da 
calculadora gráfica como suporte a um trabalho exploratório pode, de acordo com Selinger 
e Pratt (1997, p. 38), “sustentar e desenvolver métodos mentais tornando-os mais 
robustos”. Este tipo de tecnologia ajuda a desenvolver um trabalho mais profundo sobre as 
funções pois permite relacionar de uma forma mais evidente do que recorrendo aos 
métodos tradicionais as suas múltiplas representações, o que é considerado um fator 
bastante relevante no desenvolvimento de uma aprendizagem com compreensão quer 
relativamente ao tema das funções em si, quer no que diz respeito à álgebra em geral, 
ajudando, assim, a proporcionar aos alunos uma aprendizagem significativa. De facto, 
segundo Selinger e Pratt (1997, p. 38), “uma questão de exame que peça aos alunos 
simplesmente para esboçarem um gráfico torna-se trivial na presença das calculadoras, mas 
uma questão mais elaborada pode como alternativa enfatizar as características de um 
gráfico.” 
De forma a ir de encontro a esta linha de pensamento e enquadrado em termos de currículo 
no Tema II – Introdução ao Cálculo Diferencial I, referente ao subtópico de ensino 
Inversa de uma função, este estudo tem como principal objetivo analisar de que forma é 
que a resolução de tarefas de natureza exploratória, com recurso à calculadora gráfica, 
contribui para a compreensão e aprendizagem do conceito de função inversa. Com a 
abordagem didática proposta pretende-se que os alunos deixem um pouco de lado o 
trabalho rotineiro de mera resolução de exercícios, consignando uma parte da aula ao 
trabalho exploratório com auxílio de tecnologia gráfica. 
A aula que serve de suporte a este trabalho, com a duração de noventa minutos, engloba 
duas tarefas de natureza exploratória, a serem resolvidas na segunda metade da aula. 
Como, para a resolução destas tarefas, os alunos tinham de ter presente o conceito de 
função inversa, a primeira parte da aula foi dedicada à introdução desse conceito, 
caracterização de funções inversas de funções dadas, e análise dos caso em que não é 
possível inverter uma função, recorrendo a um método de ensino direto. Embora possa 
parecer contraditório com a abordagem que serve de suporte a este estudo, a verdade é que 
há, segundo Ponte (2005), fases da aula que devem contemplar alguma exposição por parte 
do professor.  
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3. Planificação 
 
A planificação de uma unidade curricular é um dos elementos fundamentais do trabalho de 
um professor. Esta requer, da sua parte, um trabalho prévio à lecionação dessa unidade, 
que engloba componentes tão diversos como: conceitos científicos a explorar, abordagem 
didática a utilizar, tipo de tarefas a propor, recursos que a escola possui, não podendo 
descartar o contexto social em que todo esse trabalho se insere, tendo em conta as 
especificidades do meio escolar e de cada aluno com quem trabalha. 
Assim, os conhecimentos disciplinares não são suficientes para que o professor assegure a 
competência profissional. Deste modo, são também necessários conhecimentos de índole 
psicológica, capacidade de organizar o ensino, desenvolver tarefas de aprendizagem, 
utilizando recursos adequados, e entender os fatores que influenciam o ensino e a 
aprendizagem. 
Segundo Ponte (2005, p. 21), “Toda a planificação pressupõe a definição (explícita ou 
implícita) de uma estratégia de ensino, onde sobressaem sempre dois elementos, a 
actividade do professor (o que ele vai fazer) e a actividade do aluno (o que ele espera que o 
aluno faça), e se estabelece um horizonte temporal para a respectiva concretização (um 
certo período de tempo ou número de aulas) ”. 
O estudo realizado decorreu durante uma aula de noventa minutos, no dia 10 de abril de 
2012, cuja planificação se encontra na íntegra no Anexo 1. 
O subtópico de ensino abordado nesta aula, Inversa de uma função, enquadra-se no Tema 
II – Introdução ao Cálculo Diferencial I, mais propriamente nos tópicos: 
 Inversa de uma função. Funções com radicais quadráticos ou cúbicos; 
 Operações com radicais quadráticos e cúbicos e com potências de expoente 
fracionário. Simplificações de expressões com radicais (não incluindo a 
racionalização). 
A abordagem didática proposta para esta aula tem como um dos objetivos principais, para 
a primeira parte da aula, a introdução do conceito de função inversa de uma forma 
diferente da apresentada nos currículos. Pretende-se, assim, que os alunos, mais do que 
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aprenderem a determinar a expressão analítica da função inversa de uma função dada, 
recorrendo a um processo mecânico e de pura manipulação algébrica, fiquem com a 
perceção do significado de função inversa como sendo o processo inverso de um processo 
dado, ou seja, de uma função dada. 
De forma a auxiliar esta compreensão, recorre-se à representação das funções através de 
diagramas sagitais. A possibilidade de representar as funções de diversas formas e o 
suporte que essas representações dão à aprendizagem permite, segundo o NCTM, 
desenvolver uma compreensão mais profunda dos conceitos da álgebra, no geral, e das 
funções mais especificamente, contrapondo a tendência dos currículos que durante muito 
tempo atribuíram maior importância às manipulações simbólicas do que aos princípios que 
a elas estão subjacentes. 
Para além disso, pretende-se que os alunos percebam que nem todas as funções admitem 
inversa, analisando os casos em que não é possível obter tal função, recordando ao mesmo 
tempo o conceito de injetividade. 
Outro dos objetivos para esta aula é mostrar, através de alguns exemplos, como se pode 
obter a expressão analítica da função inversa de uma função dada. Num quadro de 
abordagem exploratória, para a segunda parte da aula, é pretendido que os alunos, através 
da realização da tarefas de natureza exploratória, constatem a relação entre determinadas 
propriedades de uma função e da sua inversa, mais propriamente no que diz respeito a: 
o representações gráficas; 
o domínio e contradomínio; 
o assimptotas; 
o pontos de interseção com os eixos coordenados; 
o simetria das representações gráficas em relação à bissetriz dos quadrantes 
ímpares; 
o composição. 
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4. Tarefas 
 
No âmbito da abordagem didática proposta, o estudo da função inversa tem por base a 
resolução de duas tarefas de natureza exploratória com auxílio da calculadora gráfica, que 
têm como principal objetivo auxiliar os alunos na compreensão e exploração de relações 
entre determinadas propriedades de uma função e da sua função inversa. As tarefas foram 
pensadas para serem resolvidas em 45 minutos (meio-bloco) e foram aplicadas na segunda 
parte de uma aula de 90 minutos (um bloco). 
 
1.1. Tarefa 1 
Esta tarefa é constituída por seis questões,      , e centra-se na análise da relação entre 
algumas propriedades de uma função dada e da sua função inversa, nomeadamente: 
representações gráficas; domínio e contradomínio; assimptotas; pontos de interseção com 
os eixos coordenados; simetria das representações gráficas em relação à bissetriz dos 
quadrantes ímpares. 
A resolução desta tarefa requer que os alunos saibam usar as capacidades gráficas da 
calculadora, mais propriamente a representação de gráficos de funções, com o intuito de 
auxiliar na visualização das relações pretendidas para as funções dadas, assim como apela 
à capacidade de estabelecer conclusões e conjeturas relativamente aos casos gerais. 
Relativamente às questões  .,    e  ., os alunos devem representar na calculadora gráfica as 
funções   e     e, através da visualização das representações gráficas, pretende-se que 
estabeleçam a relação entre domínio, contradomínio, pontos de interseção com os eixos 
coordenados e assimptotas. Nas questões   ,    e   ,  pretende-se que, a partir da 
representação no mesmo écran das funções  ,     e da reta de equação    , os alunos 
possam conjeturar  a simetria existente entre os gráficos das funções e das suas funções 
inversas. 
O enunciado desta tarefa apresenta-se de seguida: 
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1.2. Tarefa 2 
O objetivo desta tarefa, constituída por uma questão, é que os alunos conjeturem a relação 
que existe entre uma função e a sua inversa relativamente à composição, ou seja: 
                    
        . 
Para servir de base ao trabalho desta tarefa são dadas duas funções,   e  . Numa primeira 
fase, para alguns valores de   dados, devem ser calculados, com auxílio da calculadora, os 
valores de        e       . Como no cálculo dos valores de   não são obtidos valores 
exatos, os alunos devem recorrer ao comando     da calculadora de forma a evitar erros 
Tarefa 1 
 
Considere a função 𝑓, real de variável real, definida pela expressão designatória 𝑓 𝑥    
4
𝑥+ 
. 
a. Represente 𝑓 na Calculadora Gráfica e indique: 
i. Pontos de intersecção com os eixos coordenados; 
ii. Equações das assimptotas; 
iii. Domínio e Contradomínio; 
b. Admita que a função inversa de 𝑓 é dada por 𝑓   𝑥   1  
4
𝑥  
. Represente, 
no mesmo referencial, o gráfico de 𝑓  . 
c. Compare os gráficos relativamente aos seguintes aspetos: 
i. Pontos de interseção com os eixos coordenados; 
ii. Equações das assíntotas; 
iii. Domínio e Contradomínio. 
          Que conclusões pode tirar? 
d. Ainda no mesmo referencial, represente a reta de equação 𝑦  𝑥. O que pode 
observar acerca dos gráficos de 𝑓 e 𝑓   relativamente ao gráfico de 𝑦  𝑥? 
e. Considere as seguintes funções: 
i. 𝑓  𝑥  𝑥   ; 
ii. 𝑓  𝑥  𝑥
3; 
Represente, no mesmo referencial, o seu gráfico, o da função inversa e o gráfico 
da reta de equação 𝑦  𝑥. 
f. Conjeture a relação entre o gráfico de uma função e da sua inversa relativamente 
ao gráfico de 𝑦  𝑥. 
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de arredondamento, o que permite obter os resultados pretendidos, ou seja, os valores de   
iguais aos valores de  . 
A tarefa foi concebida por forma a conduzir os alunos a concluir, tendo por base os valores 
obtidos, que as funções   e   poderão ser a inversa uma da outra e de maneira a que se 
apercebam que, quando calculam os valores de   e   estão, na verdade, a realizar a 
composição dessas funções. Tendo por base estas ideias, é objetivo desta tarefa que, no 
final, se conclua que a composição de uma função com a sua função inversa corresponde à 
função identidade. 
Pretendendo dar uma ideia melhor daquilo que se pretende com a resolução desta tarefa, 
apresenta-se de seguida o seu enunciado: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Tarefa 2 
 
Considere as funções definidas por 𝑔 𝑥  
 𝑥  
𝑥  3
 e   𝑥  
  3  
𝑦  
    
Com o auxílio da calculadora gráfica, complete a seguinte tabela: 
𝑎 𝑏  𝑔 𝑎  𝑐    𝑏  
 1   
0   
1   
    
 
 
 
  
5   
 
Nota: Na determinação de 𝑐, use o operador 𝐴𝑛𝑠 da Calculadora Gráfica em vez de usar a 
aproximação de 𝑏. 
Analise os valores da tabela, comparando a primeira coluna (dos valores de 𝑎) com a terceira (dos 
valores de 𝑐). 
Tendo em conta essa análise, procure estabelecer uma relação entre as funções 𝑔 e  . 
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Capítulo III 
 
Metodologia de investigação 
 
Neste capítulo apresento as opções metodológicas que tomei para realizar este estudo, que 
se insere num paradigma interpretativo, numa abordagem predominantemente qualitativa 
complementada com uma análise quantitativa sumária, indicando também as fases do 
estudo, caracterização dos participantes e instrumentos de recolha de dados usados. 
 
1. Opções metodológicas 
 
Praticamente todos os aspetos da nossa sociedade ou, falando de uma forma mais simples e 
genérica, a própria sociedade em si, sofrem alterações, mais leves ou mais profundas, ao 
longo da história, na qual se inclui a ciência e os métodos de investigação científica. Como 
tal, a investigação em educação não é exceção. Da mesma forma que o pensamento e os 
valores dos seres humanos variam de pessoa para pessoa e ao longo da história, a forma 
como se faz investigação em educação, ou seja, a maneira de abordar os problemas, não é 
inflexível, andando de mãos dadas com essas modificações. 
A perspetiva como cada um de nós encara o mundo e como identifica o que é mais 
importante para si está relacionado, em grande parte, com a abordagem usada em 
problemas de investigação em educação, ou seja, tem uma grande importância no 
paradigma de investigação a ser escolhido. Segundo Guba e Lincoln (1994), um paradigma 
pode ser visto como “um conjunto de crenças básicas que tratam de princípios de partida 
ou últimos (p. 107)”. 
Atualmente distinguem-se três paradigmas ao serviço da Investigação em Educação: 
Paradigma Positivista, Paradigma Interpretativo e Paradigma Socio crítico, diferenciando-
se, de acordo com a análise comparativa feita por Guba e Lincoln (1994), mediante aspetos 
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que envolvem questões ontológicas, epistemológicas e metodológicas. As questões 
ontológicas dizem respeito à forma como se encara a realidade: se esta é vista como 
possuindo uma existência por si mesma, independente do Homem (corrente realista), ou se 
é este que lhe atribui um significado, dependendo da interpretação que dela faz, 
reconhecendo, portanto, a existência de múltiplas realidades (corrente relativista). Já as 
questões epistemológicas problematizam à volta da dicotomia objetividade versus 
subjetividade e estão, de certa forma, relacionadas com a posição que se assume quanto à 
maneira de encarar a realidade: “se se assumir que existe uma realidade exterior ao 
Homem é natural que, desde que se garanta a objetividade, os resultados obtidos através da 
investigação sejam verdadeiros” (Santos, 2000, p. 184); por outro lado, “numa perspetiva 
relativista, os resultados são também eles construções humanas, logo subjetivos” (Santos, 
2000, p. 184). Quanto às questões metodológicas, tal como anteriormente, não se podem 
dissociar das visões já abordadas. Se encaramos a realidade sob uma perspetiva realista, 
todas as variáveis consideradas perturbadoras ao estudo devem ser controladas, por forma 
a acedermos à realidade absoluta. Contudo, numa perspetiva relativista, sendo um dos 
objetivos compreender de que forma as diversas variáveis presentes no fenómeno em 
estudo o afetam, incluindo a presença do investigador, assume-se a sua existência e 
importância para a investigação em causa. 
Os três paradigmas de investigação educacional anteriormente mencionados distinguem-se 
de uma forma clara se os compararmos tendo por base as diferenças entre estas 
perspetivas. As principais ideias do paradigma positivista assentam, sobretudo, numa 
lógica empirista, estando associado à existência de uma realidade estática e única, em que 
os sujeitos são encarados como meros objetos de investigação. A explicação dos 
fenómenos é conduzida com base em hipóteses já formuladas, e são privilegiados, para 
análise dos dados, metodologias quantitativas. Se podemos afirmar que a investigação mais 
tradicionalista era suportada por estas ideologias, os paradigmas interpretativo e sócio 
crítico virem romper com o empirismo lógico que, até então, tinha servido de base à 
investigação educacional. “O paradigma interpretativo dá valor aos comportamentos 
observáveis, embora relacionados com as interpretações que os atores realizam e com os 
significados que elaboram” (Silva, 2009, p. 50), baseando-se no relativismo e nos 
processos qualitativos. Já o paradigma socio crítico tem como finalidade a análise das 
transformações socias e dos problemas que daí surgem, sendo que os valores determinam 
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todo o conhecimento. Aqui, os indivíduos são encarados como agentes ativos da 
construção do conhecimento e da sua própria realidade, tornando-se eles próprios 
investigadores.  
Patton (1980) e Reichardt e Cook (1979) entendem que são as características do objeto de 
estudo que definem o paradigma de investigação a ser escolhido. De acordo com Santos 
(2000, p. 183), “as análises comparativas entre diferentes paradigmas de investigação 
assentam usualmente na comparação entre as características das abordagens quantitativa e 
qualitativa”. É, essencialmente, a partir da análise das características da temática a ser 
trabalhada que podemos definir o tipo de abordagem que vamos usar. Enquanto um estudo 
baseado numa abordagem quantitativa pressupõe usualmente a formulação prévia de 
hipóteses, onde as questões de investigação são formuladas com base na operacionalização 
de variáveis, a abordagem qualitativa é normalmente mais direcionada para investigações 
que deem ênfase ao estudo do “fenómeno em toda a sua complexidade e em contexto 
natural” (Bogdan e Biklen, 1994, p. 2), característica essa que, pelo seu carácter flexível, 
nos remetem para um pensamento relativista da realidade, e portanto, para o paradigma 
interpretativo. As investigações desenvolvidas tendo por base esta abordagem usam dados 
de análise qualitativos e privilegiam, essencialmente, segundo Bogdan e Biklen (1994, p. 
16), “a compreensão dos comportamentos a partir da perspetiva dos sujeitos da 
investigação.” 
Estes autores apontam cinco características que distinguem a investigação qualitativa das 
restantes abordagens e que se adequam a este estudo: 
1. A fonte dos dados é o ambiente natural e o investigador é o instrumento 
principal. Neste estudo, a recolha dos dados é realizada em ambiente de sala de 
aula, uma vez que em ambiente natural é facilitada a interação crítica do aluno 
consigo próprio por forma a construir a sua própria aprendizagem. É também o 
investigador o principal instrumento de recolha de dados, pois é ele que analisa 
o modo como a resolução de tarefas de natureza exploratória, com recurso à 
calculadora gráfica, contribui para a compreensão e aprendizagem do conceito 
de função inversa. 
2. Os dados recolhidos são de natureza descritiva, pois estão relacionados com os 
processos de aprendizagem dos alunos observados em contexto de sala de aula. 
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Os dados são recolhidos em sala de aula sob a forma de palavras, sendo 
apresentados de forma descritiva. 
3. É enaltecido o processo em detrimento dos resultados. Embora, neste estudo, 
sejam também importantes os resultados finais, os processos usados pelos 
alunos na realização das tarefas e a forma como usam os recursos na realização 
das mesmas assumem um papel preponderante. 
4. A análise é feita de forma indutiva, dado que não se pretende estudar uma 
hipótese previamente estabelecida, mas sim os processos de construção de novo 
conhecimento e a forma como as tarefas de natureza exploratória e a 
calculadora gráfica contribuem para o desenvolvimento de competências dos 
alunos. 
5. Assume-se a importância do significado que os participantes atribuem às 
situações, pois o investigador tem em conta o que os alunos dizem e fazem, de 
forma estruturar e apresentar os resultados. 
Para além serem usados métodos qualitativos na análise dos resultados, os objetivos que 
me proponho atingir com a realização deste trabalho sugerem que se faça, de forma a 
complementar a análise descritiva, uma análise quantitativa sumária dos dados. Assim 
sendo, e pretendendo analisar de que forma a resolução de tarefas de natureza exploratória, 
com recuso à calculador gráfica, contribui para a aprendizagem do conceito de função 
inversa e atribuindo, portanto, grande relevo aos processos usados na resolução das tarefas, 
em que os dados são recolhidos mediante contacto com os alunos em contexto natural, não 
descurando a importância dos resultados propriamente ditos do forma a complementar esta 
análise, podemos dizer que este estudo se insere num paradigma interpretativo, usando 
uma abordagem predominantemente qualitativa complementada com uma análise 
quantitativa dos dados. 
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2. Participantes 
 
Para a realização deste estudo foram selecionados como participantes os alunos da turma 
do 11º ano de escolaridade, da Escola Secundária Homem Cristo, Aveiro, na qual 
desenvolvi o meu trabalho de estágio pedagógico enquadrado nas disciplinas de Prática de 
Ensino Supervisionada I e II. Constituída por trinta e um alunos, esta turma está 
matriculada no curso Científico-humanístico de Ciências e Tecnologias, sendo que só vinte 
e sete alunos, doze raparigas e quinze rapazes se encontram matriculados à disciplina de 
Matemática A. De acordo com a caracterização da turma que consta no Portefólio 
Reflexivo elaborado no âmbito das disciplinas de Prática de Ensino Supervisionada, a 
grande maioria dos alunos prefere trabalhar em grupos e a utilização dos audiovisuais/TIC, 
durante as aulas. De notar ainda que, no geral, a turma revela bom aproveitamento à 
disciplina de Matemática A. 
 
3. Instrumentos de recolha dos dados 
 
A recolha de dados será efetuada durante a experiência de ensino, numa aula de noventa 
minutos, através da resolução de tarefas de natureza exploratória e da observação 
participante usando um documento previamente elaborado que contém algumas notas de 
acontecimentos decorridos ao longo da resolução de cada uma das tarefas. Pretende-se que 
estes dados forneçam informações relativas aos processos usados pelos alunos na resolução 
das tarefas propostas. 
 
3.1. Registos de observação 
Tendo em conta os objetivos deste estudo, de maneira a melhor compreender os 
raciocínios, processos e recursos usados pelos alunos aquando da resolução das tarefas, 
assim como eventuais dúvidas colocadas, achou-se pertinente elaborar um documento onde 
pudessem ser tomadas notas relativamente a esses aspetos, por forma a, numa fase 
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posterior, servirem de complemento à análise qualitativa, que constitui a principal 
abordagem a usar. 
De acordo com esses dados complementares que se pretende recolher, foi elaborado um 
documento para cada tarefa proposta que servirá para efetuar os registos pretendidos, 
estruturado da seguinte forma: 
1. Cabeçalho, constituído por data, hora e local da realização da observação, assim 
como quem a fez; 
2. Desenvolvimento das tarefas, que engloba as questões e dificuldades colocadas 
pelos alunos; 
 
3.2. Documentos escritos 
Em relação a documentos escritos, foram analisadas as resoluções das tarefas apresentadas 
pelos alunos. No momento da resolução das tarefas, os alunos registaram na folha de 
respostas a estratégia seguida e a justificação dos processos de resolução usados. A ficha 
de trabalho fornecida aos alunos, na qual estes registaram as suas resoluções, encontra-se 
no Anexo 2. 
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Capítulo IV 
 
Análise de resultados 
 
Neste capítulo precederei ao tratamento dos dados recolhidos quer das respostas dos alunos 
às tarefas propostas, quer dos registos de observação preenchidos durante a realização das 
mesmas, e será dividido em duas secções: uma que contempla uma análise quantitativa 
sumária e outra que consiste numa análise descritiva dos resultados inserida numa 
abordagem qualitativa. 
 
1. Análise quantitativa sumária 
 
Numa primeira fase desta análise, para auxiliar a responder às questões de investigação 
previamente formuladas e de forma a obter uma ideia do grau de sucesso da aplicação 
desta abordagem didática, achou-se pertinente fazer uma análise quantitativa rudimentar 
dos resultados obtidos. Para tal, foram tidas em conta as respostas dadas pelos alunos na 
resolução da Tarefa 1 e analisadas consoante o sucesso obtido, ou seja, se o objetivo que 
era pretendido atingir com a resolução da tarefa foi atingido ou não. Relativamente à 
Tarefa 2 não foi feita nenhum tratamento desta índole por se ter considerado que, pelo 
facto da maior parte dos alunos não ter terminado a resolução da tarefa, situação descrita 
mais detalhadamente no documento que contém as notas registadas (Anexo 3), os 
resultados não seriam suficientes para constituírem objeto deste tipo de análise. 
Considerando os objetivos a serem atingidos com a resolução da tarefa, as respostas dos 
alunos foram divididas em quatro categorias diferentes:    pontos de interseção com os 
eixos coordenados;    equações das assíntotas;    domínio e contradomínio;    simetria 
em relação à bissetriz dos quadrantes ímpares, e avaliadas em dois níveis: 1  atingiu 
objetivo e    não atingiu objetivo. Os resultados encontram-se no seguinte gráfico de 
barras que apresenta as frequências absolutas dos alunos que cumpriram e que não 
cumpriram os objetivos delineados, dividido nas categorias   ,   ,    e   : 
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Gráfico 1 
 
 
O gráfico circular seguinte mostra os resultados da mesma análise, mas apresentados sob a 
forma de frequências relativas para cada uma das categorias acima mencionadas: 
 
Gráfico 2 
 
 
0
5
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a) b) c) d)
Tarefa 1 
Atingiu objetivo
Não atingiu objetivo
85,19% 
14,81% 
Pontos de interseção com os eixos 
coordenados 
Atingiu objetivo
Não atingiu objetivo
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Gráfico 3 
 
 
Gráfico 4 
 
 
 
 
 
70,37% 
29,63% 
Equações das assíntotas 
Atingiu objetivo
Não atingiu objetivo
66,67% 
33,33% 
Domínio e Contradomínio 
Atingiu objetivo
Não atingiu objetivo
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Gráfico 5 
 
 
Observando os gráficos podemos constatar que, na sua maioria, os alunos conseguiram 
estabelecer as relações pretendidas com a resolução desta tarefa. Pela observação do 
Gráfico 1 pode-se constatar-se também que os resultados foram mais ou menos uniformes 
para todas as categorias, sendo que a média do número de alunos que cumpriram os 
objetivos foi de  0 e a média do número de alunos que não cumpriram foi de  . 
Analisando cada uma das categorias separadamente, e apesar da uniformidade dos 
resultados, podemos observar, ainda assim, que foi na relação entre os pontos de interseção 
com os eixos coordenados que os alunos conseguiram obter melhores resultados, sendo 
que  5 1   estabeleceram a relação pretendida, e que foi na relação entre o domínio e o 
contradomínio de uma função e da sua inversa que apresentaram os resultados mais baixos, 
com        dos alunos a atingirem o objetivo pretendido. 
  
74,07% 
25,93% 
Simetria em relação à bissetriz dos 
quadrantes ímpares 
Atingiu objetivo
Não atingiu objetivo
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2. Análise qualitativa 
 
Com o objetivo de fazer uma análise relativamente aos processos que os alunos usaram 
para resolver as tarefas propostas, à forma como se serviram da calculadora gráfica para 
resolverem as mesmas e às conclusões que dai retiraram, procedeu-se a uma análise 
descritiva, inserida numa abordagem qualitativa das respostas dadas, recorrendo também às 
notas recolhidas aquando da resolução das tarefas (Anexos 3 e 4), com o intuito de tentar 
perceber os raciocínios usados e as dificuldades e dúvidas que surgiram ao longo da 
resolução das tarefas. Assim, proceder-se-á a uma análise geral das conclusões retiradas 
pelos alunos relativamente a cada um dos aspetos pretendidos, podendo eventualmente 
particularizar alguns casos, por forma a evidenciar determinados processos ou linguagem 
usados. Para efetuar esta análise decidiu-se ter em conta, nomeadamente, aspetos como o 
formalismo e correção na linguagem assim como abordagem, processos e recursos usados 
na resolução das tarefas. Como, para cada aluno, as respostas dadas relativamente à relação 
entre o domínio e contradomínio, equações das assintotas e pontos de interseção com os 
eixos coordenados não variam no que diz respeito aos aspetos acima mencionadas, 
decidiu-se fazer uma análise das respostas em conjunto. 
 
2.1. Domínio e Contradomínio, Assíntotas e Pontos de interseção com os eixos 
coordenados 
 
Nas questões relativamente à relação entre o domínio e contradomínio, equações das 
assintotas e pontos de interseção com os eixos coordenados, nota-se uma clara tendência 
por parte dos alunos em usar linguagem corrente em detrimento da linguagem matemática 
para explanar os seus raciocínios. No que diz respeito aos pontos de interseção, só há 
mesmo um aluno que usa letras como forma de representar as coordenadas dos pontos 
genéricos na questão   , quando se pede a conclusão para o caso geral, tal como se 
apresenta na digitalização seguinte: 
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Apesar da maioria dos alunos ter conseguido perceber e concluir que se    0  é um ponto 
de interseção do gráfico de uma função   com o eixo dos   , então  0    é um ponto de 
interseção do gráfico de    , inversa de  , com o eixo dos   , a falta de formalismo na 
linguagem usada nas respostas pode evidenciar que o pensamento dos alunos está mais 
direcionado para representações concretas usando linguagem corrente do que para a 
elaboração de generalizações abstratas usando notação matemática. 
Na questão     , em que é pedido para indicar os pontos de interseção do gráfico da função 
  com os eixos coordenados, há um aluno que, para denominar os pontos, recorre ao 
símbolo de interseção   como forma de comunicação matemática, porém, usado fora de 
contexto, apresentando a seguinte resposta 
 
 
 
Tanto para responder a esta questão como para explicar a relação entre as assíntotas, houve 
ainda alguns alunos que recorreram a esquemas com os quais tentaram transmitir a ideia de 
que as coordenadas do ponto de interseção com o eixo dos    do gráfico de     estão 
trocadas em relação às coordenadas do ponto de interseção com o eixo dos    do gráfico 
de   e vice-versa e, relativamente às assíntotas, que     e     são, respetivamente, 
assíntotas vertical e horizontal do gráfico de  , e     e     são, respetivamente, 
assíntotas vertical e horizontal do gráfico de    . O recurso a este tipo de esquemas 
explicativos está bem patente nas duas respostas que de seguida se apresentam: 
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Resposta 1 
 
 
Resposta 2 
 
Já relativamente ao domínio e contradomínio, apesar de a grande maioria continuar a 
responder usando quase sempre linguagem corrente, as respostas usando uma linguagem 
mais formal surgem em maior número, havendo já alguns alunos que escrevem 
explicitamente        
  e        
 , possivelmente devido ao facto de estarem mais 
habituados a usar as notações de domínio (  ) e contradomínio (   ) com mais frequência. 
Veja-se, por exemplo, a seguinte resolução: 
 
 
 
No geral, no que diz respeito a estes três aspetos, quando era esperado que os alunos, 
partindo dos casos particulares dados, estabelecessem a relação para o caso geral, a 
verdade é que a grande maioria ficou-se pela constatação de que, de facto, as relações eram 
válidas para as funções dadas, pelo facto de elas serem a inversa uma da outra. 
Possivelmente, os alunos ficaram com a ideia de que se pode estabelecer essas relações 
entre uma qualquer função e a sua inversa, desde que exista, mas a respostas escritas não 
evidenciaram este aspeto, transmitindo a ideia de que os alunos apenas se centraram nos 
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casos concretos sem nunca passar para uma possível generalização. Apesar disso, pela 
análise das respostas, fica-se com a ideia de que os alunos perceberam, de facto, a relação 
que existe entre uma função e a sua função inversa no que toca a estes aspetos. 
As tarefas foram planificadas e elaboradas com o intuito de os alunos usarem a calculadora 
gráfica como ferramenta de visualização de forma a auxiliar a constatação das relações 
pretendidas. Embora não seja evidente, da análise exclusiva das respostas escritas, que os 
alunos tenham recorrido a esta ferramenta para responder às questões pedidas, a verdade é 
que a maioria dos alunos não apresentou cálculos para justificar as suas respostas, o que 
sugere que, no geral, a calculadora gráfica foi usada adequadamente e que a visualização 
de representações gráficas das funções deverá ter contribuído para que os alunos 
conseguissem relacionar uma função e a sua inversa nos aspetos pedidos. Ao longo do 
decorrer da aula, no momento da resolução das tarefas, através da interação que fui tendo 
com os alunos e analisando os registos efetuados (Anexo 3) apercebi-me que a grande 
maioria estava, de facto, a recorrer à representação gráfica como forma de auxiliar o seu 
raciocínio surgindo, no entanto, dúvidas relativamente à necessidade de apresentar os 
cálculos. Houve, porém, duas alunas que determinaram os pontos de interseção com os 
eixos coordenados analiticamente, calculando   0  para determinar o ponto de interseção 
do gráfico de   com o eixo dos    e determinando   tal que      0 para determinar o 
ponto de interseção com o eixo dos   . Essas duas resoluções apresentam-se de seguida: 
 
Resposta 1 
 
Pontos de interseção do gráfico de  : 
 
 
Pontos de interseção do gráfico de    : 
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Resposta 2 
 
Pontos de interseção do gráfico de  : 
 
 
Pontos de interseção do gráfico de    : 
 
 
Não obstante a possibilidade de estas alunas se terem socorrido da visualização gráfica, a 
verdade é que as respostas dadas sugerem o recurso a processos analíticos como forma de 
raciocínio. 
Na determinação dos pontos de interseção com os eixos coordenados quer do gráfico da 
função  , quer do gráfico da função    , ambas as alunas chegaram ao resultado certo, 
embora apresentando incorreções no processo usado. Ao determinar os zeros de uma 
função racional, ambas as alunas recorreram a um processo em que a equivalência 
4
   
  1     1      só é válida desde que o denominador,     tome um valor 
diferente de zero, ou seja, se    , condição que foi omitida em ambas as respostas. 
Relativamente à relação entre domínio e contradomínio e às assíntotas, o facto de a 
expressão designatória das funções dadas estar escrita na forma        
 
  + 
, permite 
aos alunos indicarem diretamente as equações das assintotas vertical e horizontal, assim 
como domínio e contradomínio sem ser necessário recorrer a processos analíticos nem a 
visualização gráfica. Por esse motivo, nestas respostas, a calculadora gráfica não era 
fundamental, podendo ter havido alunos que não recorreram a esta ferramenta, abrindo a 
possibilidade de analisar as funções através de uma outra forma de representação, a sua 
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expressão designatória, o que, a ter acontecido, possibilitou o trabalho com múltiplas 
representações. 
Embora nem sempre usando uma linguagem muito rigorosa em termos científicos, as 
respostas dadas sugerem que a grande maioria dos alunos parece ter percebido que existe 
alguma relação entre os aspetos já mencionados de uma função e da sua inversa. Uma 
resposta bastante comum dada pelos alunos consistiu em dizer que os pontos de interseção 
são inversos, assim como as assintotas, o que pode sugerir que os alunos ficaram, de facto, 
com uma ideia da relação existente, mas não a conseguiram explicitar usando a linguagem 
adequada. Veja-se a resposta que se segue: 
 
 
Outra hipótese possível que pode justificar este tipo de resposta tem a ver com o facto de 
os alunos poderem ter transposto um vocábulo que habitualmente é usado num 
determinado contexto, referindo-se à palavra “inverso”, para outro contexto em que o seu 
emprego não é totalmente correto, nomeadamente para designar a relação entre os pontos 
de interseção e as assíntotas. 
Para além da abordagem e linguagem que a maioria dos alunos utilizou para descrever a 
relação entre as equações das assintotas, surgiu uma resposta que contempla uma análise 
diferente daquela que foi a maioritariamente elaborada. Trata-se da seguinte resposta: 
 
 
Nesta resposta, o aluno faz alusão a um deslocamento de três unidades para se referir a 
uma suposta translação que as retas que representam as assíntotas de   sofrem, originando 
desse modo as assíntotas da função    . De facto, a reta de equação     (assíntota de 
   ) pode ser obtida da reta de equação    1 (assíntota de  ) por uma translação de 
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todos os seus pontos associada ao vetor    0 , assim como a reta de equação    1 
(assíntota de    ) pode ser obtida da reta de equação     (assíntota de  ) por uma 
translação associada ao vetor  0    . 
Para finalizar a resposta, o aluno conclui ainda, à semelhança das respostas dadas pela 
maioria dos alunos, que as equações das assíntotas de     inverteram em relação à função 
 , sugerindo que poderá ter usado o raciocínio descrito anteriormente para constatar que, 
de facto, procedendo a essas transformações geométricas, nomeadamente as translações, é 
possível obter as assíntotas de     a partir das assíntotas de  . 
Outro caso que mereceu destaque, foi a possível conclusão, por parte de uma aluna, da 
simetria em relação à bissetriz dos quadrantes ímpares entre os gráficos de   e     na 
questão   , quando tal relação só foi estipulada para ser concluída na questão seguinte,   , 
aquando da análise dos gráficos de   e     em relação ao gráfico de    ; veja-se a 
seguinte digitalização: 
 
 
 
Possivelmente, as relações entre os pontos de interseção, assíntotas e domínio e 
contradomínio, evidenciadas de forma correta pela aluna, poderão ter sugerido a simetria 
sem ser necessário a comparação dos gráficos em relação à bissetriz dos quadrantes 
ímpares. 
Outra nota a ter em conta, de acordo com os registos efetuados (Anexo 3), é que nestas 
resoluções alguns alunos questionaram o professor acerca da necessidade de 
representarem, no mesmo referencial, os gráficos de ambas as funções   e    . De facto, 
essa representação é solicitada no enunciado não só da Tarefa 1 como também da Tarefa 2 
precisamente pelo facto de auxiliar os alunos a compreender as relações pretendidas. 
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2.2. Simetria em relação à bissetriz dos quadrantes ímpares 
 
Em relação à questão    da Tarefa 1, as respostas dadas não variam muito quer em termos 
de linguagem, quer em termos de recursos usados, sendo muito homogéneas, o que não 
permite variar muito na análise. No que diz respeito ao rigor da linguagem utilizada, a 
grande maioria dos alunos usou linguagem cientificamente correta, tendo referido a 
existência de simetria entre os gráficos de   e     em relação à bissetriz dos quadrantes 
ímpares, destacando esta reta como eixo de simetria. Surgiram, no entanto, algumas 
respostas em que foi usada a palavra “dividir” para fazer referência ao papel 
desempenhado pela bissetriz dos quadrantes ímpares nesta situação, em que funciona como 
eixo de simetria. De notar, ainda, que há algumas respostas que evidenciam outro tipo de 
conclusão para além da simetria, nomeadamente o facto de os gráficos de   e de     não 
intersetarem a reta de equação    , como, por exemplo, as duas seguintes: 
 
Resposta 1 
 
 
Resposta 2 
 
Esta última resposta evidencia ainda o facto de a reta     intersetar a origem do 
referencial    , facto que não se mostra muito relevante para a conclusão de que os 
gráficos são simétricos. 
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Há, efetivamente, uma aluna que, pela forma como o texto da resposta está elaborado, 
sugere que retirou a conclusão relativamente à simetria partindo de uma premissa que, 
embora estando correta, não desencadeia o raciocínio que origina essa conclusão. Veja-se o 
texto que de seguida se reproduz: 
 
 
 
Na verdade, existem exemplos em que os gráficos de uma função e da sua inversa 
intersetam a bissetriz dos quadrantes ímpares e apresentam igualmente simetria. 
No que diz respeito aos recursos utilizados, praticamente todos os alunos utilizaram a 
calculadora gráfica como forma de auxílio ao raciocínio, socorrendo-se da visualização 
gráfica para estabelecer as conclusões. Voltando a uma situação já referida anteriormente, 
a aluna que, na questão   , concluiu que as funções apresentam simetria em relação à reta 
    poderá ter chegado a essa conclusão antes de ter analisado a relação dos gráficos de 
  e    , ou seja, poderá não ter recorrido à visualização através da calculadora gráfica para 
concluir esse aspeto. 
 
2.3. Composição de uma função com a sua inversa 
 
Como já foi referido anteriormente, devido ao facto de a maioria dos alunos não ter 
terminado a tarefa, considerou-se que os resultados obtidos, por serem escassos, não 
seriam suficientes para serem tratados quantitativamente. Porém, no que diz respeito ao 
tratamento qualitativo, devido ao seu cunho descritivo, considerou-se que as respostas são 
plausíveis de serem analisadas. 
Em relação ao preenchimento da tabela, a maioria dos alunos indica corretamente os 
valores de  , embora se tenha registado duas respostas que apresentam valores de   
errados, ou seja, diferentes dos valores de  . É o caso das duas seguintes: 
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Resposta 1 
 
 
 
 
Resposta 2 
 
 
Pelos valores de   obtidos nestas duas respostas, é possível verificar que o que causou o 
erro não foi o uso do valor aproximado de  , quando era pedido que os alunos usassem o 
comando     para determinar  , mas sim, possivelmente, a introdução de forma incorreta 
na calculadora da expressão designatória da função  . Nesta primeira fase da tarefa, tal 
como é referido nos registos de observação (Anexo 4), vários alunos questionaram se era 
necessário preencher a segunda coluna, dos valores de  , usando valores exatos, ou se 
poderiam usar valores aproximados. 
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Os alunos que responderam à questão que solicitava a comparação entre as colunas 1 e   e 
uma possível relação entre as funções   e  , apresentaram respostas bastante homogéneas 
entre si. Todos os alunos responderam usando uma linguagem adequada à situação e 
cientificamente correta, afirmando taxativamente que as funções apresentadas são inversas 
uma da outra, não se encontrando nenhuma referência ao facto de os cálculos efetuados 
nada garantirem em relação a esse aspeto, apesar de, pelos resultados obtidos, ser plausível 
poder se pensar nessa possibilidade. Nas respostas a esta questão notou-se que os alunos, 
embora não tivessem conseguido identificar a operação composição, perceberam que, 
como obtiveram valores de   e de   iguais, na realidade, o que estava ali em causa ao 
preencherem a tabela era o conceito de “undo” que foi abordado na primeira metade da 
aula, ou seja, que a função   veio “desfazer” aquilo que a função   “fez”, o que os 
conduziu para as afirmações de que, de facto, as funções dadas são a inversa uma da outra. 
O facto de nenhum aluno se ter referido à operação de composição de duas funções, pode 
ser devido tanto a ninguém ter reparado que à tabela se podia associar a composição das 
funções g e h, como também à falta de tempo que originou que os alunos não tivessem 
terminado a resolução desta tarefa, ou ainda devido à forma como o enunciado foi 
elaborado. 
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Capítulo V 
 
Conclusão 
 
Este capítulo apresenta as principais conclusões retiradas do estudo realizado, assim como 
uma reflexão pessoal acerca do trabalho desenvolvido e a sua importância para o meu 
desenvolvimento pessoal e como futuro profissional. 
 
1. Principais conclusões 
 
As conclusões retiradas deste estudo resultam, sobretudo, das análises feitas às respostas 
dos alunos, focando-se nos objetivos atingidos e nos processos usados na resolução das 
tarefas propostas e visam, essencialmente, responder às questões de investigação 
colocadas, procurando, assim, tentar dar resposta ao problema formulado. 
Como, no geral, as respostas dadas foram bastante homogéneas, quer em termos de 
linguagem, quer no que diz respeito aos processos e raciocínios usados, parece razoável 
concluir que a calculadora gráfica, usada num contexto de aprendizagem exploratória, 
constituiu, de facto, uma ferramenta importante no auxílio ao trabalho dos alunos, 
facilitando a constatação das relações entre uma função e a sua inversa, definidas no 
problema de investigação. As potencialidades que esta ferramenta pode proporcionar, 
principalmente no que diz respeito à visualização gráfica, parecem ter contribuído para que 
os alunos tivessem conseguido explorar novos conceitos, novas relações e novos caminhos 
de forma autónoma, independente e investigativa, enquadrando-se, desta forma, no tipo de 
abordagem em que se pretendia enquadrar este estudo. Em todos os aspetos que eram 
objetivo de serem estudados neste trabalho, parece que se pode concluir que a abordagem 
exploratória usada possibilitou aos alunos o contacto e o desenvolvimento de um trabalho 
com relativo sucesso com conceitos e relações que eram, para eles, novos. 
Pontos de interseção com os eixos coordenados. Não obstante o facto de terem surgido 
duas respostas em que o uso da calculadora gráfica não foi evidente, preferindo as alunas 
calcular os pontos de interseção usando métodos analíticos, para a maioria dos alunos, a 
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calculadora gráfica foi o recurso preferido e, pelas respostas dadas, parece razoável 
concluir que a representação no mesmo gráfico de ambas as funções   e     permitiu 
comparar mais facilmente as coordenadas dos pontos de interseção com o eixo dos    e 
dos   . 
Domínio e contradomínio e assíntotas. Quanto a estes aspetos, embora a calculadora 
gráfica possa servir de auxílio à visualização, como as funções   e     estão representadas 
através da expressão analítica, é possível indicar domínio, contradomínio e equações das 
assintotas diretamente através da análise das expressões. 
Simetria em relação à bissetriz dos quadrantes ímpares. No que diz respeito a esta relação, 
a maioria dos alunos verificou a existência de simetria dos gráficos de   e     em relação 
à reta de equação    . 
Composição de uma função com a sua inversa. A análise às respostas a esta questão sugere 
que as potencialidades de cálculo da calculadora gráfica poderão ter contribuído para 
estabelecer a relação pretendida no que diz respeito à composição. O uso do comando     
possibilitou, para alguns alunos, obter valores da    coluna iguais aos da 1 , o que poderá 
ter auxiliado a perceber a operação que estava em causa no cálculo dos valores referidos, 
mais precisamente, o processo de “undo” associado à ideia de inverter uma função que foi 
introduzido na aula. Nenhum aluno conseguiu tecer alguma conclusão no que toca à 
relação           , possivelmente pelos motivos já referidos na análise. 
Tendo em conta que, neste estudo se pretendia avaliar as potencialidades da calculadora 
gráfica na constatação das relações entre aspetos de uma função e da sua inversa que são, 
de certa forma, percecionáveis através da visualização gráfica, pode concluir-se que os 
resultados que foram possíveis obter estão dentro daquilo que era esperado. Olhando, 
ainda, para as características, em termos de aproveitamento, da grande maioria dos alunos 
da turma em que foi realizado o estudo, onde o aproveitamento é bastante bom, era, 
também, expectável que a maioria dos alunos atingisse os objetivos pretendidos com a 
resolução das tarefas propostas. Se este mesmo estudo fosse realizado numa turma onde as 
dificuldades de aprendizagem fossem mais presentes, provavelmente os resultados teriam 
sido bastante diferentes. 
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2. Reflexão 
 
Todo o trabalho desenvolvido ao longo do ano, no âmbito das disciplinas de Prática de 
Ensino Supervisionada I e II, trouxe-me a possibilidade de assumir, pela primeira vez, o 
papel de professor. A experiência adquirida neste curto espaço de tempo, embora 
possibilitasse experienciar parte do trabalho que esta profissão envolve, constituiu apenas 
os primeiros passo daquilo que se pretende que um profissional da educação venha a 
desenvolver ao longo de toda a carreira. Sempre presentes e enquadradas em todo o 
trabalho e em todas as atividades que ajudei a dinamizar durante este ano de estágio, as 
reflexões realizadas constituíram um elemento importante não só para o presente, como 
momento de meditação, mas também, e principalmente, para todo o trabalho que venha a 
realizar no futuro, permitindo notar o que de positivo foi feito, assim como erros cometidos 
e formas de melhorar, reconhecendo a sua importância não só para estagiários ou 
professores em início de carreira, como também para todos os professores ao logo de todos 
os seu anos de trabalho. Ao longo do tempo fui percebendo alguns dos aspetos que são 
importantes para o trabalho de um professor numa escola, incluindo responsabilidades 
quanto à lecionação das aulas, interação com os elementos da comunidade escolar ou ainda 
assuntos de teor mais burocrático, todos eles fundamentais para sustentar um trabalho 
sólido e eficaz. Fui-me apercebendo, igualmente, do papel dos alunos como principais 
dinamizadores do meio escolar e impulsionadores de grande parte da dinâmica que aí está 
presente, pois as escolas existem para os alunos e sem alunos não existiriam escolas. 
No âmbito da prática pedagógica e da realização do relatório de estágio, como estagiário, 
achei que constituiria um enriquecimento do trabalho desenvolvido ao longo do ano, 
desenvolver um estudo em que pudesse experimentar, como atividade de sala de aula algo 
que introduzisse elementos um pouco distintos daquilo que o programa de Matemática A 
do ensino secundário dispõe, e que fosse de encontro ao que penso que pode criar novas 
formas de aprendizagem para os alunos. 
O foco da abordagem didática proposta no trabalho exploratório teve como principal 
propósito os alunos desenvolverem um trabalho autónomo de forma a construírem o 
conhecimento por eles próprios no que diz respeito a conteúdos relacionados com o 
conceito de função inversa. 
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Como seria de esperar, dadas as características da grande maioria dos alunos desta turma, 
que revelam um espírito de trabalho autónomo bastante bom, os alunos aderiram bem ao 
trabalho proposto. Através da interação que fui tendo com eles durante a resolução das 
tarefas, notou-se sempre uma preocupação em elaborarem respostas e justificações de 
forma correta, solicitando várias vezes a ajuda do professor quer para confirmarem se a 
resposta que pretendiam dar estava correta quer para perguntarem como haveriam de 
justificar a resposta dada. Outra situação em que foi notório o empenho dos alunos foi no 
final da aula, quando terminou o tempo para resolverem as tarefas, em que vários alunos 
questionaram o professor se podiam ficar mais algum tempo para terminarem. 
Como forma de melhorar este estudo, creio que a realização de entrevistas a alguns alunos 
da turma após a resolução das tarefas poderia revelar-se útil para tentar perceber melhor 
alguns processos e raciocínios usados, ou até mesmo a realização de inquéritos a priori 
para ter uma ideia do conceito de função que os alunos foram adquirindo ao longo dos 
anos. Uma dificuldade que surgiu foi conseguir gerir o tempo entre a primeira e a segunda 
parte da aula, o que se revelou um dos fatores para que muitos alunos não conseguissem 
terminar a resolução das tarefas propostas. 
Não obstante estes pequenos entraves que surgiram, a realização deste trabalho foi 
gratificante para mim, pois abriu-me a possibilidade de, pela primeira vez, assumir o papel 
de investigador, ainda que em pequena escala. O trabalho desenvolvido permitiu, ainda, 
perceber melhor o impacto que as investigações em didática da matemática, mais 
especificamente, e em didática de outras áreas do saber, no geral, podem ter na educação e 
no desenvolvimento dos currículos e dos programas, o que se pode refletir na forma como 
os profissionais de educação trabalham com os seus alunos. O desenvolvimento de um 
estudo mais profundo e mais longo, que envolvesse mais variáveis passíveis de serem 
analisadas mais detalhadamente, seria interessante para o meu desenvolvimento como 
futuro profissional, pois permitiria conhecer com mais pormenor determinados processos e 
raciocínios usados pelos alunos no tema específico em estudo, o que poderia abrir portas 
para a possibilidade de, no futuro, quando fosse lecionar esse subtópico de ensino, já ter 
uma melhor perceção quer das dificuldades e entraves que os alunos habitualmente 
encontram quando se deparam pela primeira vez com um determinado assunto, quer dos 
métodos que usam para resolver determinados problemas naquela área, ou outros aspetos 
que pudessem constituir relevância para a minha prática profissional. 
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O tipo de abordagem usada na aula, de índole mais exploratório, se for mais bem explorada 
e que envolva outro tipo de trabalho, como tarefas mais desafiantes, trabalho de grupo e o 
recurso a outro tipo de tecnologia como os computadores pode abrir novas possibilidades 
de aprendizagem para os alunos, podendo também ajudar a contrariar o desinteresse pela 
matemática de muitos alunos do nosso país. Cabe, em parte, ao professor o papel de 
proporcionar este tipo de trabalho em sala de aula e envolver os alunos numa 
aprendizagem mais ativa e, consequentemente, que dê origem a um maior interesse pela 
matemática e pela ciência em geral. Mas, sendo a matemática uma ciência que, para ser 
compreendida ampla e profundamente requer um acompanhamento quase constante do 
professor e um trabalho contínuo, persistente e, como todas as ciências, uma dose de 
curiosidade da parte dos alunos, será que, mediante o tamanho dos programas atuais, que 
têm que ser rigorosamente cumpridos, com as constantes avaliações a que os alunos são 
sujeitos e tendo em conta as condições atuais, em Portugal, do ensino da matemática, em 
particular, e do ensino em geral, é possível desenvolver um trabalho de experimentação e 
descoberta autónoma que, ao mesmo tempo que tenta despertar o gosto por esta ciência, 
permita uma aprendizagem mais eficiente e gratificante para os alunos? 
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Anexo I 
Planificação 
 
  
 
DIRECÇÃO REGIONAL DE EDUCAÇÃO DO CENTRO 
 ESCOLA SECUNDÁRIA HOMEM CRISTO – AVEIRO 
Cod. 400245 
 
Subtópico de ensino 
Inversa de uma função. 
Enquadramento do subtópico de ensino 
Este subtópico de ensino é abordado na disciplina de Matemática A (11º ano) e enquadra-
se no Tema II – Introdução ao Cálculo Diferencial I, mais propriamente nos tópicos: 
 Inversa de uma função. Funções com radicais quadráticos ou cúbicos; 
 Operações com radicais quadráticos e cúbicos e com potências de expoente 
fracionário. Simplificações de expressões com radicais (não incluindo a 
racionalização). 
Objetivos 
 Compreender o conceito de função inversa como processo inverso; 
 Analisar os casos em que é possível inverter uma função; 
 Obter a função inversa de uma função dada; 
 Constatar a relação entre as propriedades de uma função e da sua inversa, 
nomeadamente: 
o representações gráficas; 
o domínio e contradomínio; 
o assimptotas; 
o pontos de interseção com os eixos coordenados; 
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o simetria das representações gráficas em relação à bissetriz dos quadrantes 
ímpares; 
o composição. 
Linguagem 
 Função inversa 
 Domínio 
 Contradomínio 
 Expressão designatória de uma 
função 
 Função injetiva 
 Representação gráfica 
 Bissetriz dos quadrantes ímpares 
 Zeros 
 Assímptotas 
 Simetria 
Definições 
 Função Inversa 
 Função Injetiva 
Procedimentos 
 Recurso a diagramas sagitais para 
introduzir o conceito de função 
inversa como processo inverso; 
 Determinação de expressões 
designatórias das funções inversas 
de algumas funções 
 Análise dos casos em que não é 
possível inverter uma função, 
relembrando o conceito de 
injetividade 
 Constatação, através de uma 
análise gráfica, da relação entre 
algumas propriedades de uma 
função e da sua inversa 
Argumentação 
 Argumentação através da 
visualização e análise de gráficos, 
de tabelas e de diagramas sagitais 
 Cálculos algébricos 
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Pré-requisitos 
 Assimptotas do gráfico de uma função; 
 Conceitos do tema Funções e Gráficos do 10º ano. 
 
Tempo de aula 
90 minutos. 
 
Estratégia 
A aula será dividida em dois momentos, um de cariz mais expositivo, e outro em que será 
dada liberdade aos alunos para desenvolverem um trabalho autónomo e exploratório. No 
primeiro momento será introduzido o conceito de função inversa associando-o à ideia de 
inverter um processo associado a uma função, ou seja, ao processo de desconstrução de 
tudo o que essa função construiu, recorrendo, para tal, ao auxílio de diagramas sagitais 
para representar as funções. Serão também determinadas as expressões designatórias das 
funções inversas de algumas funções dadas e analisados os casos em que uma função não é 
invertível, relembrando o conceito de injetividade. O segundo momento da aula será usado 
para os alunos resolverem uma ficha de trabalho que envolve a realização de tarefas de 
natureza exploratória, que lhes permitirá constatar determinadas propriedades 
relativamente a uma função e à sua inversa, já referidas na especificação dos objetivos. 
 
Desenvolvimento da aula 
Sumário: 
 Função inversa; 
 Ficha de trabalho. 
 
Função inversa 
Em Matemática, o conceito de função é muitas vezes associado a um processo de 
transformação que transforma determinados elementos, que designamos por objetos, 
noutros elementos, que designamos por imagens. Então, pela definição de função que nós 
conhecemos desde o ensino básico, podemos dizer que a função   definida da forma: 
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transforma cada um dos elementos   do domínio de   num e num só elemento       
do contradomínio de  , ou seja, transforma cada elemento   num único elemento   que 
resulta de adicionar a   três unidades. Se representarmos a função através de um diagrama 
sagital, temos: 
 
 
 
 
 
 
  
 
Mas como poderá ser definido o processo que faz precisamente o inverso do que   fez? 
Se   adiciona   unidades a cada elemento do seu domínio, a transformação inversa subtrai 
  unidades a cada elemento do contradomínio de  , o que pode ser ilustrado pelo seguinte 
diagrama: 
 
 
 
 
 
 
 
Podemos ver que este processo associa cada elemento do contradomínio de   a um e um só 
elemento do domínio, sendo, por isso, uma correspondência unívoca, ou seja, uma função. 
    
0 
  
1 
… 
  
5 
  
… 
𝑓 
    
0 
1 
  
… 
  
  
5 
… 
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A essa função chamamos função inversa de   e denotamos por    , que é definida por 
          . 
Considerarmos agora, por exemplo, a função   definida por: 
      
       
Qual será a função inversa de  ? 
Se   transforma cada elemento   num único elemento     , então associaremos a sua 
função inversa ao processo inverso de multiplicar por duas unidades, que é dividir por dois, 
ou seja,        
 
 
. 
E qual será a função inversa da função definida por 
      
         
Para encontrar a sua expressão analítica, teremos, mais uma vez, de pensar no processo 
inverso de transformar um elemento   num elemento   tal que       , que será 
           . Pode ver-se que a expressão analítica de     é igual à de  . Seguindo o 
mesmo raciocínio, para a função   definida por      
   
 
, a sua função inversa será 
definida pela expressão analítica            . Podemos, então, ver que, o processo 
algébrico que é usado para determinar a expressão designatória da função inversa de uma 
função   dada, assenta na ideia de resolver        em ordem à variável independente. 
Para o caso de uma função racional, por exemplo,      
 
 + 
, procederemos do seguinte 
modo: 
       
 
   
                   
   
 
 
Mas, observando a expressão analítica que obtivemos, vemos que esta função não esta 
definida para todo o conjunto  , mas sim para        . Como usualmente escrevemos a 
expressão analítica de uma função em relação a  , podemos definir a função inversa de   
como: 
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Consideremos, agora, a função   tal que: 
      
       
Nesta função, podemos ver que há elementos diferentes do domínio que têm a mesma 
imagem, por exemplo   e    têm ambos imagem  , tal como é ilustrado no diagrama 
sagital seguinte: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se tentarmos definir a função inversa de  , podemos obter a representação pelo diagrama 
seguinte: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
0 
 1 
   
  
0 
1 
… 
     
1 
… 
      
 1 
  
1 
… 
0 
  
… 
1 
𝑔 
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No entanto, neste caso, a correspondência que se estabelece não é unívoca, uma vez que 
existem elementos do contradomínio de   aos quais corresponde mais do que um elemento 
do domínio. Então, não é possível definir a função inversa da função  . 
O motivo pelo qual não é possível definir função inversa, é porque esta função, ao 
contrário das anteriores, não é injetiva. Podemos, então, concluir o seguinte: 
 
 
A partir deste momento, os alunos resolverão, de forma autónoma, uma ficha de trabalho 
que evolve a realização de tarefas de natureza exploratória, com o propósito de os alunos 
aprenderem de forma autónoma e independente. Esta tarefa tem como objetivo que os 
alunos constatem determinadas relações que se verificam entre uma função e a sua inversa. 
 
Tarefa 1 
 
a.    
 
i. Ponto de interseção com o eixo   :  1 0 . 
Ponto de interseção com o eixo      0    . 
ii. Assíntota horizontal:    . 
Assíntota vertical:    1. 
iii. Domínio:    1 . 
Contradomínio:     . 
 
Uma função 𝑓 admite função inversa se e só se   é injetiva 
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b.   
 
c.  
i. Ponto de interseção com o eixo   :     0 . 
Ponto de interseção com o eixo   :  0 1 . 
ii. Assíntota horizontal:    1. 
Assíntota vertical:    . 
iii. Domínio:     . 
Contradomínio:    1 . 
Através desta análise, pode-se concluir determinadas relações entre a função   e a 
sua inversa: 
 Se    0  é um ponto de interseção do gráfico de   com o eixo   ,  0    
é um ponto de interseção do gráfico de     com eixo    e se  0    é 
um ponto de interseção do gráfico de   com o eixo   ,    0  é um 
ponto de interseção do gráfico de     com o eixo     . 
 Se     é uma assíntota vertical de  ,     é uma assíntota horizontal 
de     e se     é uma assíntota horizontal de  ,     é uma 
assíntota vertical de    . 
        
  e   
      ; 
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d.   
 
Os gráficos de   e     são simétricos em relação à reta de equação    . 
e.   
i.   
          
 
ii.   
        
 
 
 
f. Pela análise efetuada, parece razoável concluir que os gráficos de uma função   e 
da sua inversa     são simétricos em relação à reta de equação    . 
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Tarefa 2 
 
                
 1 1 0    1 
0 0 5   0 
1  1     1 
  11 1     
 
 
 
    1   
 
 
5    5  5 
 
Comparando as duas colunas, podemos ver que os valores são iguais. Perante este facto, 
parece-nos que o que foi feito na cálculo dos valores de   foi aplicar um processo de 
transformação a cada um dos valores de  , obtendo assim valores para  , e depois aplicar o 
processo inverso aos valores de  . Então, as funções dadas,   e   poderão ser a função 
inversa uma da outra. Podemos ver também que, como os valores de   são o transformado, 
por   dos valores de     , eles são imagem da função composta que resulta da 
composição de   com  , pois    (    ). Então, para além da hipótese colocada 
anteriormente, e se essa for verdadeira, parece-nos que ainda podemos conjeturar que a 
composição de uma função com a sua inversa resulta na função identidade. 
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Anexo II 
Ficha de trabalho 
 
  
 
DIRECÇÃO REGIONAL DE EDUCAÇÃO DO CENTRO 
 ESCOLA SECUNDÁRIA HOMEM CRISTO – AVEIRO 
Cod. 400245 
 
 
NOME:__________________________________________ N.º:___ TURMA:___ 
 
Tarefa 1 
 
Considere a função  , real de variável real, definida pela expressão designatória 
       
4
 + 
. 
a. Represente   na Calculadora Gráfica e indique: 
i. Pontos de intersecção com os eixos coordenados; 
 
 
ii. Equações das assimptotas; 
 
 
iii. Domínio e Contradomínio; 
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b. Admita que a função inversa de   é dada por         1  
4
   
. 
Represente, no mesmo referencial, o gráfico de    . 
c. Compare os gráficos relativamente aos seguintes aspetos: 
i. Pontos de interseção com os eixos coordenados; 
 
ii. Equações das assíntotas; 
 
 
 
iii. Domínio e Contradomínio. 
 
 
          Que conclusões pode tirar? 
 
 
 
 
 
 
 
d. Ainda no mesmo referencial, represente a reta de equação    . O que 
pode observar acerca dos gráficos de   e     relativamente ao gráfico de 
   ? 
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e. Considere as seguintes funções: 
i.          ; 
ii.        
3; 
Represente, no mesmo referencial, o seu gráfico, o da função inversa e o 
gráfico da reta de equação    . 
f. Conjeture a relação entre o gráfico de uma função e da sua inversa 
 relativamente ao gráfico de    .  
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Tarefa 2 
 
Considere as funções definidas por      
    
   3
 e      
  3  
   
    
Com o auxílio da calculadora gráfica, complete a seguinte tabela: 
                
 1   
0   
1   
    
 
 
 
  
5   
 
Nota: Na determinação de  , use o operador     da Calculadora Gráfica em vez de usar a 
aproximação de  . 
Analise os valores da tabela, comparando a primeira coluna (dos valores de  ) com a 
terceira (dos valores de  ). Tendo em conta essa análise, procure estabelecer uma relação 
entre as funções   e  . 
 
  
  
77 
 
Anexo III 
Registos de observação – Tarefa 1 
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Anexo IV 
Registos de observação – Tarefa 2 
 
 
